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超低金利環境における

日本国債のゼロクーポン金利推定 ∗

滋賀大学経済学部 菊池健太郎

概 要

国債のゼロクーポン金利は, 金融実務や学術研究で幅広く利用されるものであるが, 金融市
場で直接観察されないものであり, 利付国債の市場価格を用いた推定が必要となる. ゼロ
クーポン金利の推定に係る多くの先行研究において, スプライン回帰法に基づく推定は, 市
場価格と高い適合度を持つとの結果が得られている. しかし, 近年の日本国債市場のような
超低金利環境におけるゼロクーポン金利の推定について, スプライン回帰法の精度検証が十
分に行われているとは言いがたい. そこで, 本研究では, 最近までの約 10年間の日本国債の
市場価格データを用いて, スプライン回帰法に基づくゼロクーポン金利の推定を行い, 推定
精度を検証する. さらに, 本研究では,スプライン回帰法でしばしば問題となる過剰適合を
回避する有力な手法である平滑化スプライン法に基づき, ゼロクーポン金利の推定も行う.
その際, 推定されるゼロクーポンカーブや瞬間フォワードカーブの凹凸の抑制度合いの観点
から, 複数の平滑化パラメータ選択規準間の比較を行う. また, 同一の推定手法から得られ
る推定値を持続的に利用するという実用上の観点を踏まえ, ゼロクーポンカーブや瞬間フォ
ワードレートカーブの時間方向でみた安定性についての比較・検証も行う.
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1 はじめに

日本銀行は, 2013年 4月,「量的・質的金融緩和政策（Quantitative Qualitative Easing Policy;

以下, QQE）」と呼ばれる大規模な金融緩和政策を実施することを決定した. その後, 日本銀行
は, 2016年 1月に「マイナス金利付きQQE（いわゆるマイナス金利政策）」, 同年 9月に「長
短金利操作付きQQE」を導入する金融政策の変更を行ったが, これらの政策（本稿では簡単の
ため, これら 3つの政策をまとめてQQEと呼ぶ場合がある）の主軸は, 日本銀行による大規模
な日本国債買入れであることに変わりはない. 確かに 2001年 3月～2006年 3月の間, 日本銀
行は「量的緩和政策」を実施し, 日本国債の買い入れを実施していた. しかし, その規模は現状
のQQEと比べると小さいだけでなく, 買入れ銘柄の年限も短期であった. QQEの実施以降, 金
利, 特に長期・超長期ゾーンの金利は低下し, 前例のない低水準で推移している (図 1参照). さ
らに, マイナス金利付きQQEが実施された 2016年 2月以降, 日本国債の短中期金利は, 財務省
が公表している半年複利金利で見て負の水準で推移している. 2016年半ばには, 長期金利（10

年金利）でも一時−0.3%近くまで低下した. このように, ここ数年の日本国債金利のイールド
カーブは負の水準を含んでいる. 本稿では, 負値を含むイールドカーブを「マイナスイールド
カーブ」と呼ぶことがある. QQE導入以降の日本国債市場は, 1⃝日本銀行の保有割合が前例の
ない規模に増大し（日本銀行の保有割合は 2012年 12月末に 10%程度だったが 2018年 12月末

∗本研究は, 公益財団法人 全国銀行学術研究振興財団と JSPS科研費基盤研究（C）17K03802の助成を受けた
ものである.

1



には 45%程度の保有割合にまで上昇している）, 2⃝前例のない超低金利環境となっており, 3⃝
特に, 日本銀行がマイナス金利付きQQEを開始した 2016年 2月以降はマイナスイールドカー
ブが常態化している. 1⃝～ 3⃝を踏まえると, 近年の日本国債市場は, 極めて特殊な環境にある
といえるだろう.
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図 1: 日本国債金利 (複利最終利回り)の推移

（出所）財務省.

（注）2000年 1月 4日～2019年 2月 28日のデータ.

国債のゼロクーポン金利は, 資産価格評価や相対価値戦略の構築をはじめとする金融取引実
務で利用される. また, 経済動向や金融政策に関する分析にも活用されている. 当該金利は, 市
場で直接観察されるものではなく, 国債の市場価格から推定する必要がある. 推定においては,

市場価格への適合性という観点だけでなく, 国債の元利金支払いのない期間に対応する年限の
ゼロクーポン金利を適切に内挿できているのかも問題となる.

ゼロクーポン金利推定に関する初期の研究の代表例として, McCulloch[8], [9]が挙げられる.

同研究では, 割引係数 (discount factor)を, スプライン関数を基底とする線形結合で表したうえ
で, 係数を最小二乗法により推定する手法を提案した. McCulloch[8]は, 基底関数として 2次ス
プライン関数を用い, McCulloch[9]は 3次スプライン関数を用いた. Steeley[12]は, 3次Bスプ
ライン関数を基底関数とする線形結合で割引係数を表現し, 係数を最小二乗法により推定した.

以上の手法は「スプライン回帰法」と呼ばれ, 最小二乗法の枠組みで計算負荷をかけることな
く係数を推定できる利点がある. さらに, 基底関数を構成するスプライン関数の数を増やせば,

市場価格との適合度を高められる利点もある. しかし, 基底関数の数を増やしすぎると, 得られ
るゼロクーポン金利のイールドカーブ（以下, ゼロクーポンカーブと呼ぶ）の凹凸が過度にな
る, いわゆる過剰適合の問題に直面する. また, ゼロクーポンカーブの凹凸はそれほど顕著でな
くても, 瞬間フォワードレートカーブの凹凸が過度になるという問題がしばしば生じ得る.

このような, スプライン回帰法に基づくゼロクーポンカーブや瞬間フォワードレートカーブ
の凹凸に伴う問題に対処するため, Fisher et al.[4]は「平滑化スプライン法」に基づく方法を
提案した. 具体的には, 瞬間フォワードレートを Bスプライン関数を基底関数とする線形結合
で表し, 市場価格とモデルから推定される価格の二乗誤差に瞬間フォワードレートカーブの凹
凸度を表す項を罰則項として加算した値を最小化するという方法である. 平滑化スプライン法
では, 推定の際にゼロクーポンカーブや瞬間フォワードレートカーブを滑らかにするパラメー
タ（平滑化パラメータ）を選択する必要があるが, Fisher et al.[4]では一般化交差検証（GCV;

Generalized Cross Validation）による選択を行っている. Jarrow et al.[6]は, Ruppert[11]が
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提案したEBBS法（Empirical Bias Bandwidth Selection）に則り, 推定される瞬間フォワード
レートの平均二乗誤差（MSE; Mean Squared Error）を最小にする平滑化パラメータの選択法
を提案した. 川崎・安道 [15]は, 割引係数をガウス型動径関数を基底関数とする線形結合で表し,

平滑化法1でゼロクーポン金利を推定する方法を提案している. 同論文では, 平滑化パラメータ
をKonishi and Kitagawa[7]が提案した一般化情報量規準（Generalized Information Criteria;

GIC）で選択する方法を提案した.

過剰適合の回避が可能な, 平滑化スプライン法とは異なるゼロクーポン金利の推定方法とし
て, Nelson and Siegel[10]や Svensson[13]が挙げられる. 彼らの方法は, 瞬間フォワードレート
を少数のパラメータを有する特定の関数形で表現するというものである. この方法では, カー
ブの凹凸が過剰になることは避けられるが, 推定すべきパラメータ数が少ないため, 適合度がス
プライン回帰法と比べて劣ることになる. また, パラメータ推定を非線形最小二乗法に頼らな
ければならないという点にも留意する必要がある2.

日本国債のゼロクーポン金利推定に関する研究は, 小峰他 [17], 前出の川崎・安道 [15], 菊池・
新谷 [16], 阿部他 [14], 三宅・服部 [19]などがある. 小峰他 [17]は, 1980年代の 4時点の日本国
債の価格データを用いて, 複数のゼロクーポン金利推定手法間のパフォーマンスの比較を行っ
た. 川崎・安道 [15]は, 上述の通り, ガウス型動径関数の線形結合で割引係数を表現し, 平滑化
パラメータを一般化情報量規準（GIC）で選択するという方法を提案した. そのうえで, 1995

年 6月, 1997年 7月, 2001年 8月の 3時点の価格データをもとに提案手法のパフォーマンスが
McCulloch[9]の方法より高いことを実証的に示した. 菊池・新谷 [16]は, 小峰他 [17]と同様に,

複数の推定手法の比較を行った. 同論文では, 1999年～2010年という長期間の価格データを
使用し, 適合性, イールドカーブの凹凸度, 金利の非負性という複数の評価基準に基づき比較を
行った. その結果, 3次 Bスプラインの線形結合で割引係数を表す Steeley[12]の手法が良いと
結論付けた. 阿部他 [14]では, 価格データからブートストラップ法により割引金利を推定した
後, 同金利がガウス動径関数の線形結合で表されていると仮定し, 2007年～2012年のデータを
用いて一般化情報量規準に基づく平滑化法で推定を行った. 同論文は, 債券価格ではなく, 価格
からブートストラップ法により求めた割引金利を平滑化推定のフィッティングの対象としてい
る点と, 年限が 40年のゼロクーポン金利を推定している点が他の研究には見られない特徴であ
る. 三宅・服部 [19]は, ゼロクーポン金利推定に関する研究のサーベイを行った.

上で挙げた多くの先行研究で, スプライン回帰法による推定は市場価格と高い適合度を有す
るとの結果が得られている. 但し, いずれも, QQE導入以降の日本国債市場で見られる超低金
利局面は分析対象とはなっていない. 本節冒頭でも記した通り, QQE導入以降の日本国債市場
は, 日本銀行が大規模に国債を買い入れている点や長期・超長期金利が前例のない低水準とな
るなど特殊な環境にある. 以上の環境において, 先行研究で高い価格適合性を有するとされて
きたスプライン回帰法による推定精度が維持されるのかどうかを確認しておくことは有意義と
考えられる. そこで本稿では, スプライン回帰法の代表例といえる, McCulloch[9]と Steeley[12]

による 3次スプライン関数の線形結合によって割引係数を表す 2つのモデルに対して, QQE導
入以降の日本国債価格データを含む長期データを用いて, 1⃝市場価格との適合性, 2⃝ゼロクーポ
ンカーブの凹凸度, 3⃝マイナス金利が市場で観察されるようになる以前の時期における負値の
推定金利発生の有無, といった観点からスプライン回帰法の妥当性を検証する.

1川崎・安道 [15]では,割引係数を構成する基底関数はスプライン関数ではなくガウス型動径関数が用いられて
いる. そこで本稿では, 彼らの手法を平滑化スプライン法ではなく, 単に平滑化法と記すことにする.

2Gürkaynak et al.[5]は, 1961年以降の米国債のゼロクーポン金利を, Svensson[13]の手法に基づいて日次レベル
で推定し, 分析結果を論文として公表するとともに, 推定結果を米国連邦準備制度理事会（Federal Reserve Board）
のホームページ上（http://www.federalreserve.gov/pubs/feds/2006）に公開した. なお, 論文公表後も, 米国債の
ゼロクーポン金利の推定値は, 同ホームページ上に随時更新されている.
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スプライン回帰法は市場価格と高い適合性を示す一方, ゼロクーポンカーブや瞬間フォワー
ドレートカーブの凹凸が過剰になる懸念がある点も, 多くの先行研究で得られている共通認識
である. 上述の通り, Fisher et al.[4]などで使われた平滑化スプライン法に基づく推定が, 過剰
適合の有力な回避手段となる. 平滑化スプライン法を用いて日本国債のゼロクーポンカーブや
瞬間フォワードレートカーブの推定を行った最近の研究は, 上述の阿部他 [14]であるが, 同研
究は QQE導入以降のデータを含むものではない. そこで, 本研究では, QQE導入以降のゼロ
クーポンカーブや瞬間フォワードレートカーブの推定を平滑化スプライン法を用いて行う. 具
体的には, GCV, GIC, EBBSの 3つの平滑化パラメータ選択規準を持つそれぞれの平滑化スプ
ライン法に基づき, ゼロクーポン金利の推定を行い, 各平滑化パラメータ選択基準間での比較を
行う. 推定により得られるゼロクーポンカーブや瞬間フォワードレートカーブが, 各営業日に
おいて凹凸が抑制されているかを検証するだけでなく, 推定値の時間方向の安定性についての
検証も行う. 後者の点は, 平滑化スプライン法によって, 平滑化パラメータの選択規準などの前
提を変えずに推定した推定値を, 金融実務や経済分析に持続的に利用することを念頭に置いた
ものである. 仮に, 選択される平滑化パラメータの水準が 1日で大きく変わる場合, 得られるゼ
ロクーポンカーブや瞬間フォワードレートカーブの形状が 1日で大きく変化する可能性がある.

このような時間方向に安定しない推定値は, 金融実務や経済分析で使いにくいものとなるに違
いない. 平滑化スプライン法により推定されるゼロクーポン金利や瞬間フォワードレートの推
定値の時間方向での安定性に対する着眼点は, 先行研究では見られなかったものである.

以下に, 本稿の構成を示す. 2節では, ゼロクーポン金利の推定手法をスプライン回帰法と平
滑化スプライン法に焦点を当てて解説する. 3節では, スプライン回帰法と平滑化スプライン法
に基づく約 10年の日本国債データを用いた推定結果について分析を行う. 4節はまとめと今後
の課題を記す.

2 スプライン回帰法によるゼロクーポン金利の推定手法

2.1 記法の準備

本小節では, ゼロクーポン金利推定手法を解説するための記法を準備する. 以下のように記
号を置く.

N : 銘柄数.

α: 銘柄を表す添え字. α = 1, . . . , N .

Pα: 銘柄 αの市場価格.

Aα: 銘柄 αの経過利息.

tj : 対象とする銘柄群のうち少なくとも 1銘柄でキャッシュフローが発生し, 計測日以降 j回
目の発生に相当する日までの年数.

n: 対象とする銘柄群について, キャッシュフローが発生する時点の総数.

tn: 対象とする銘柄群の償還年数の最大値.

cα,j : 銘柄 αの tj におけるキャッシュフローの金額（ゼロの場合もある）.

Z(t): t年の割引係数.

y(t): t年ゼロクーポン金利. すなわち, y(t) = −1
t logZ(t).
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f(t): t年瞬間フォワードレート.

以上のように記号を置くと, 下記式が成り立つ.

Pα +Aα =

n∑
j=1

cα,jZ(tj) + εα. (1)

ここで, εαは残差項であり, その期待値はゼロ, すべての αについて分散は等しく, 異なる銘柄
の残差項同士の共分散はゼロと仮定する.

上で用意した幾つかの記号について, 銘柄やキャッシュフロー発生時点でまとめて, ベクトル
や行列とした記法も用意しておく.

P: 市場価格 Pαを銘柄 α = 1, . . . , N について縦に並べた縦ベクトル.

A: 経過利息Aαを銘柄 α = 1, . . . , N について縦に並べた縦ベクトル.

C: キャッシュフロー cα,j を銘柄 α = 1, . . . , N について縦に並べ, キャッシュフロー回数
j = 1, . . . , nについて横に並べて行列としたもの.

2.2 McCulloch[9]の方法

McCulloch[9]は, 割引係数 Z(t)を 3次スプライン関数Bk(t)の線形和で次のように表した.

Z(t) = 1 +
m∑
k=1

wkBk(t). (2)

ここで, 3次スプライン関数 Bk(t)の節点は 0 = u0 = u1 < u2 < · · · < umであり, Bk(t) (k =

1, . . . ,m)は次のように定義される.

k ̸= mのとき,

Bk(t) =



0 (t ≤ uk−1)
(t−uk−1)

3

6(uk−uk−1)
(uk−1 < t ≤ uk)

(uk−uk−1)
2

6 +
(t−uk)(t−uk−1)

2 − (t−uk)
3

6(uk+1−uk)
(uk < t ≤ uk+1)

(uk+1 − uk−1)
(
2uk+1−uk−uk−1

6 +
t+uk+1

2

)
(uk+1 < t)

k = mのとき,

Bk(t) = t.

割引係数 Z(t)について, Z(0) = 1でなければならないが, Bk(t)の定義からBk(0) = 0. した
がって, 式 (2)より Z(0) = 1は常に成り立つ.

式 (2)を式 (1)に代入すると,

Pα +Aα =
n∑

j=1
cα,jZ(tj) + εα =

n∑
j=1

cα,j +
n∑

j=1

m∑
k=1

wkcα,jBk(tj) + εα

=
n∑

j=1
cα,j +

m∑
k=1

wk

n∑
j=1

cα,jBk(tj) + εα,
(3)

となる. これより, 次式を得る.

Pα +Aα −
n∑

j=1

cα,j =

m∑
k=1

wk

n∑
j=1

cα,jBk(tα,j) + εα. (4)

5



式 (4)をベクトル, 行列を用いて記述すると,

P+A−C1 = CBw + ε, (5)

となる. ここで, 1は全ての成分が 1であるN × 1のベクトルである. また,

w =

 w1

...

wm

 , B =

B1(t1) · · · Bm(t1)
...

...

B1(tn) · · · Bm(tn)

 , ε =

 ε1
...

εN

 ,

と置いている.

したがって, wの最小二乗推定値 w̃は次式で与えられる.

w̃ = ((CB)′(CB))−1(CB)′(P+A−C1).

2.3 Bスプライン関数を基底関数とする方法

Steeley[12]では, 割引係数 Z(t)を, 3次 Bスプライン関数Bk(t)の線形和で表している.

Z(t) =
m∑
k=1

wkBk(t). (6)

3次 Bスプライン関数の節点は u1 < · · · < u4 = 0 < u5 < · · · < um+3と置かれる. D次 Bス
プライン関数BD

k (t)は再帰的に以下のように定義される.

D = 1のとき,

BD
k (t) =

{
1 (uk ≤ t ≤ uk+1)

0 otherwise

D > 1のとき,

BD
k (t) =

uD+k − t

uD+k − uk+1
BD−1

k+1 (t) +
t− uk

uD+k−1 − uk
BD−1

k (t).

なお, 上式は de Boorの公式と呼ばれている (de Boor[3]). 本研究では, 式 (6)の Bk(t)を
Bk(t) = B3

k(t)とする.

また, Z(0) = 1であることから, 式 (6)より係数 wには,

m∑
k=1

wkBk(0) = 1, (7)

との制約を課す必要がある. 式 (6)を式 (1)に代入すると,

Pα +Aα =
n∑

j=1

m∑
k=1

wkcα,jBk(tj) + εα =
m∑
k=1

wk

n∑
j=1

cα,jBk(tj) + εα. (8)

これより,

Pα +Aα =
m∑
k=1

wk

n∑
j=1

cα,jBk(tj) + εα. (9)
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式 (9)をベクトル, 行列を用いて記述すると,

P+A = CBw + ε, (10)

となる. 式 (7)の制約条件は次式で与えられる.

B(0)w = 1. (11)

ここで,

B(0) =
(
B1(0), · · · , Bm(0)

)
,

と置いている.

式 (10)と (11)によるwの推定は, 制約付き最小二乗法による推定の問題となる. CB = X

と置きこれを解くと, wの最小二乗推定値 w̃は次式で与えられる (下式 I は単位行列である).

w̃ =
(
I − (X′X)−1B(0)′(B(0)(X′X)−1B(0)′)−1B(0)

)
(X′X)−1X′(P+A)

+ (X′X)−1B(0)′(B(0)(X′X)−1B(0)′)−1.

2.4 Fischer et al.[4]の方法: 瞬間フォワードレートをモデル化

t年瞬間フォワードレートを f(t)と置く. Fischer et al.[4]は,

f(t) =
m∑
k=1

wkBk(t), (12)

として, f(t)がスプライン関数の線形和で表されると仮定している.

式 (12)により, 債券価格は以下の式で表される.

Pα +Aα =
n∑

j=1
cα,j exp

(
−
∫ tj
0 f(s)ds

)
+ εα

=
n∑

j=1
cα,j exp

(
−

m∑
k=1

wk

∫ tj
0 Bk(s)ds

)
+ εα

=
n∑

j=1
cα,j exp

(
−

m∑
k=1

wkB
I
k(tj)

)
+ εα.

(13)

ここで,

BI
k(tj) =

∫ tj

0
Bk(s)ds,

である.

さらに, 式 (13)の右辺第 1項を

n∑
j=1

cα,j exp

(
−

m∑
k=1

wkB
I
k(tj)

)
≡ Πα(w),

と置き, w = w0の周りでΠα(w)を線形化すると, 次式を得る.

Πα(w) = Πα(w
0) +

∂Πα(w)

∂w′ | w=w0(w −w0). (14)
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式 (13)に上式 (14)を代入すると,

Pα +Aα = Πα(w
0) +

∂Πα(w)

∂w′ |w=w0 (w −w0) + εα,

を得る. これをベクトル表示すると,

P+A−Π(w0) +
∂Π(w0)

∂w′ w0 =
∂Π(w0)

∂w′ w + ε, (15)

となる. ここで, 式 (15)の P +A −Π(w0) + ∂Π(w0)
∂w′ w0をY(w0), ∂Π(w0)

∂w′ をX(w0)と置く
と, 式 (15)は次式のようにかける.

Y(w0) = X(w0)w + ε. (16)

したがって, wの最小二乗推定値 w̃は, w0を与えたとき,

w̃ = (X(w0)
′
X(w0))−1X(w0)

′
Y(w0),

となる. w0 = w̃とw0を更新したうえで, 再び上記の推定を行い, 得られた w̃をw0と置く.

この操作を繰り返し, w̃が収束したら操作を止める. このようにして得られる w̃が求める推定
値となる. すなわち, 最適な w̃においては次式 (17)が成り立つ.

w̃ = (X(w̃)′X(w̃))−1X(w̃)′Y(w̃). (17)

3 平滑化スプライン法によるゼロクーポン金利推定

3.1 Fisher et al.[4]の方法

Fisher et al.[4]は, スプライン基底を 3次 Bスプライン関数とし, 式 (12)によって瞬間フォ
ワードレートを表したうえで, 平滑化スプライン法によってゼロクーポン金利を推定する方法
を提案した. 具体的には, あるw0に対して式 (16)と同様に定義されるX(w0)とY(w0)につ
いて, 罰則付き残差平方和(

Y(w0)−X(w0)w
)′ (

Y(w0)−X(w0)w
)
+ λw′Gw, (18)

の最小化に基づいてwを推定するというものである. ここで, 式 (18)の第二項は, 下記の瞬間
フォワードレートカーブの凹凸を測るもので,同式第一項の残差平方和の罰則項として作用する.

λ

∫ tn

0
(f ′′(s))2ds = λ

∑
k,l

w′
k

(∫ tn

0
B′′

k(s)B
′′
l (s)ds

)
wl ≡ λw′Gw.

上式のGは, 下記のm×m行列D2を用いて, G = D′
2D2と近似される.

D2 =


1 −2 1 0 · · · 0

0 1 −2 1
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
. . .

...

0 · · · 0 1 −2 1

 .
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λは平滑化パラメータと呼ばれ, 瞬間フォワードレートカーブの凹凸を制御する役割を果た
すパラメータである. 推定において, 平滑化パラメータを選択するための客観的な規準が必要
となる. 幾つかの規準に基づく平滑化パラメータの選択方法については次節で解説する.

平滑化パラメータ λとw0を固定した場合, 式 (18)を最小化するw = w̃は,

w̃ = (X(w0)
′
X(w0) + λG)−1X(w0)

′
Y(w0), (19)

となる. 平滑化パラメータ λを固定した場合の最適なwは次のような過程を踏んで計算される.

適当なw0の初期値に対して, 式 (19)に則って w̃を計算し, これを改めてw0と置き, 式 (19)

に再び代入・計算することで得られる w̃をw0と置く, という操作を繰り返す. この操作によ
り得られるw0の収束値が最適値 w̃である. すなわち, 最適な w̃においては,

w̃ = (X(w̃)′X(w̃) + λG)−1X(w̃)′Y(w̃), (20)

が成り立つ. 式 (20)の w̃は λに依存して決定されている点に注意が必要である. 以下では, こ
の点を明示するために w̃(λ)と記す場合がある.

3.2 平滑化パラメータ λの選択法

平滑化スプライン法では, 平滑化パラメータ λを選択する必要があり, 先行研究では幾つかの
客観的な選択規準が示されている. 本節では, 一般化交差検証による方法, 一般化情報量規準に
よる方法, ノンパラメトリック法に基づく規準に従って選択する方法をそれぞれ説明する.

3.2.1 一般化交差検証（GCV）による選択法

Craven and Wahba[2]は,曲線の推定を平滑化スプライン法で行う際,一般化交差検証（GCV）
による平滑化パラメータの選択規準を提案した. Fischer et al.[4]は, GCVで平滑化パラメータ
を選択する平滑化スプライン法に基づき, ゼロクーポン金利を推定する方法を提案した.

式 (20)を満たす w̃(λ)に対して, A(w̃(λ), λ) = X(w̃(λ))
(
X(w̃(λ))′X(w̃(λ)) + λG

)−1
X(w̃(λ))′

と置くと, GCVは以下のように定義される.

GCV(λ) =
((I −A(w̃(λ), λ))Y(w̃(λ)))′ ((I −A(w̃(λ), λ))Y(w̃(λ)))

(N − Tr(A(w̃(λ), λ)))2
.

ここで, IはN ×N の単位行列, Tr(S)は行列 Sの対角和を表す. 平滑化パラメータは, GCV

が最小値をとる λとして選択される.

3.2.2 一般化情報量規準 (GIC)による選択法

Konishi and Kitagawa[7]は, モデル選択のための客観的な基準として, 一般化情報量規準
（Generalized Information Criteria; GIC）を提案した. 赤池情報量規準（Akaike Information

Criteria; AIC, Akaike[1]）は, 同じくモデル選択のための情報量規準であるが, その適用は最尤
法による推定法に限定される. しかし, GICは, より一般的な推定法に対しても適用が可能で
ある. 川崎・安道 [15]は, ゼロクーポン金利を平滑化法に基づき推定する際に, GICによる平滑
化パラメータ λの選択法を提案し, 同手法の下で日本国債のゼロクーポン金利の推定を行った.

また, 阿部他 [14]も, 同様の方法で日本国債のゼロクーポン金利の推定を行った.
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3.1節で示したように, Fischer et al.[4]は, 罰則付き最小二乗法によりパラメータの推定を
行った. 一方, 川崎・安道 [15]は, 以下に示すような罰則付き最尤法によりパラメータの推定を
行った. 川崎・安道 [15]では, 割引係数をガウス型動径基底関数の線形和で表すモデル化が行
われているが, 本小節では, 基底関数を 3次Bスプライン関数とし, 瞬間フォワードレートを式
(12)によって表すモデルを仮定し, GICによる平滑化パラメータの選択方法について解説する.

まず, 式 (16)の εの各成分は, 互いに独立な期待値 0, 分散 σ2の正規分布に従うと仮定する.

すると, 対数尤度 l(w, σ2)は,

l(w, σ2) = −N
2
log(2πσ2)− 1

2σ2
(
Y(w0)−X(w0)w

)′ (
Y(w0)−X(w0)w

)
, (21)

となる. 式 (21)に瞬間フォワードレートカーブの凹凸に伴う罰則項を加味した罰則付き対数尤
度関数

−N
2
log(2πσ2)− 1

2σ2
(
Y(w0)−X(w0)w

)′ (
Y(w0)−X(w0)w

)
− λ

2
w′Gw. (22)

を最大化するパラメータを求める. w0を 1つ与えた時, パラメータの推定値 w̃, σ̃2は,

w̃ = (X(w0)
′
X(w0) + λGσ̃2)−1X(w0)

′
Y(w0), (23)

σ̃2 =
1

N

(
Y(w0)−X(w0)w̃

)′ (
Y(w0)−X(w0)w̃

)
, (24)

となる. ここで, 式 (23)は σ̃2に依存しており, 式 (24)は w̃に依存している点に注意が必要で
ある. 計算過程は, まず, σ̃2とw0の初期値を与えたうえで, 式 (23)から w̃を計算する. そし
て, 得られた w̃とw0を式 (24)に代入し, 新たな σ̃2を計算する. このように得られた w̃をw0

と置き, 同様の計算を繰り返す. この過程を経て得られるw0の収束値が, 推定されるべき w̃と
なる. σ̃2の推定値は, 式 (24)に収束値w0 = w̃を代入して得られる値となる. このような方法
で得られるwの最適値を w̃とすると,

w̃ = (X(w̃)′X(w̃) + λGσ̃2)−1X(w̃)′Y(w̃),

が成り立ち, 分散の推定値 σ̃2は, 以下のように計算される.

σ̃2 =
1

N
(Y(w̃)−X(w̃)w̃)′ (Y(w̃)−X(w̃)w̃) .

上記のようにwの最適値 w̃が得られているとし, 平滑化パラメータ λを選択する情報量規準
GICを以下で定義する. そのために, あらかじめ以下の記号を準備しておく.

Λ := diag(((I −A(w̃, λ))Y(w̃))), p := Λ21/(2σ̃4)− 1/(2σ̃2),

K :=
1

Nσ̃2

(
X(w̃)′Λ− λGw̃1′/N

p′

)(
ΛX(w̃) σ̃2p

)
,

L :=
1

Nσ̃2

(
X(w)′X(w̃) + σ̃2λG X(w̃)′Λ1/σ̃2

1′ΛX(w̃)/σ̃2 N/(2σ̃2)

)
.

ここで, diag(S)は, ベクトル Sの各成分を対角成分とする対角行列を表す.

このとき, 一般化情報量規準GICは, 次のように定義される.

GIC(λ) = −2l(w̃, σ̃2) + 2Tr(KL−1) = N log(2πσ̃2) +N + 2Tr(KL−1).

最適な平滑化パラメータは, GICが最小値をとる λとして選択される.
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3.2.3 Empirical Bias Bandwidth Selectionによる選択法

Jarrow et al.[6]は,平滑化スプライン法によるゼロクーポン金利推定に際し, Ruppert[11]が提
案したノンパラメトリック法に基づく平滑化パラメータの選択規準であるEBBS法（Empirical

Bias Bandwidth Selection; EBBS）を用いることを提案した. この方法では, 推定される瞬間
フォワードレートの平均二乗誤差（Mean Squared Error; MSE）を最小化するように平滑化パ
ラメータが選択される.

Jarrow et al.[6]は, Fisher et al.[4]と同様に, 式 (18)の最小化によりパラメータwを推定し
ている. このとき, wの推定値 w̃は,

0 =
∂

∂w

{
(Y(w̃)−X(w̃)w)′ (Y(w̃)−X(w̃)w) + λw′Gw

}
|w=w̃≡ 2

N∑
α=1

ψα(w̃, λ), (25)

を満たす値として定まる. ここで,

ψα(w̃, λ) = −(Pα +Aα −Πα(w̃))
∂Πα

∂w̃
+
λ

N
Gw̃,

と置いている.

上述の通り, EBBS では推定値の MSE を最小化するような平滑化パラメータを選択する.

Jarrow et al.[6]では, 瞬間フォワードレートのMSEを最小化する平滑化パラメータ λを選択し
ている. MSEが分散とバイアスの 2乗の和と等しいことを踏まえ, Jarrow et al.[6]は, 瞬間フォ
ワードレートの分散とバイアスのそれぞれを, 以下に示す方法によって計算することでMSEを
求めるという方法を取った.

まず, 推定値 w̃の漸近分散共分散行列 V ar(w̃)は, サンドイッチ公式により,

V ar(w̃(λ)) = Ê

[
∂ψα

∂w′

]−1

Ê

[
ψαψ

′
α

]
Ê

[
∂ψα

∂w′

]−1

= σ4 (Σ + λG)−1Σ(Σ + λG)−1 , (26)

である. ここで, Êは経験分布による期待値オペレータである. また,

Σ =

(
∂Π

∂w′

)′ ∂Π

∂w′ ,
∂Π

∂w
=
(

∂Π1
∂w · · · ∂ΠN

∂w

)
,

と置いている.

式 (12), (26)より, 瞬間フォワードレートの分散 V ar(f̂(t, λ))は,

V ar(f̂(t, λ)) = V ar(B′(t)w̃(λ)) = σ4B′(t) (Σ + λG)−1Σ(Σ + λG)−1B(t),

となる. ここで, B(t) = (B1(t), . . . , Bm(t))′である.

次に, 瞬間フォワードレートのバイアスBias(f̂(t, λ))を推定する方法を示す. Ruppert[11]が
提案した方法に則ると, Bias(f̂(t, λ))は, ある関数 γ(t)を用いて γ(t)λと 1次近似される. した
がって, 瞬間フォワードレートのバイアスを求めることは, γ(t)を推定することに帰着される.

γ(t)の推定は, 以下に示す手順を踏む.

1. λ1 < · · · < λLについて, f̂(t, λl) (l = 1, . . . , L)を計算する.

2. (λl, f̂(t, λl)) (l = 1, . . . , L)に対して単回帰推定を行う.

3. 推定される回帰直線の傾きを γ̃(t)と置く.
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上述の γ̃(t)を用いると, バイアスBias(f̂(t, λl))の推定値は γ̃(t)λlとなる.

以上の方法により求められる瞬間フォワードレートの分散とバイアスの 2乗の和を取ること
によって, 満期 tでの瞬間フォワードレートの平均二乗誤差MSE(f̂(t, λ))が得られる. 平滑化
パラメータは, 幾つかの満期 0 < t1 < t2 < · · · < tM に対するMSE(f̂(tj , λ)), (j = 1, · · · ,M)

の平均値を最小化する λを選択する.

4 日本国債のゼロクーポン金利の推定

4.1 使用データ・分析方法

以下の分析では, 日本証券業協会が「売買参考統計値」として公表している, 2, 5, 10, 20,

30 年の日本の固定利付国債の日次価格データを使用する. なお, 同データは, 日経 NEEDS

FinancialQuestから取得する. 分析に用いるデータの期間は, 2007年 1月 4日～2018年 3月 7

日の 2739営業日とする. 各営業日における推定では, 発行済みの国債全銘柄の価格データを用
いるが, 償還が間近に迫る期近債の市場流動性は一般的に低下していることを考慮し, 償還まで
40日（非営業日を含む）未満の銘柄はデータから除外した. 利率や償還日といった銘柄の属性
情報は, 財務省のホームページから取得した.

本研究の目的は, QQE導入以降の超低金利局面におけるゼロクーポン金利推定手法の精度や
安定性を検証することにある. したがって, 推定結果を分析する際, 「QQE以前」と「QQE以
降」に期間を分けて結果を集計する. 前者の期間を 2007年 1月 4日～2013年 4月 3日, 後者の
期間を 2013年 4月 4日～2018年 3月 7日とする. また, 「QQE以降」でも, マイナス金利付
きQQE政策が始まった 2016年 2月以降は, マイナスイールドカーブが常態化するなど, 日本
国債市場は前例のない特殊な環境にある. そこで, 2016年 2月 1日～2018年 3月 7日の期間を
「マイナス金利期間」として推定結果の集計期間の 1つとする.

分析の柱は, スプライン回帰法に基づく推定と平滑化スプライン法に基づく推定の 2本から
なる. スプライン回帰法に基づく推定においては, 2.2節で解説したMcCulloch[9]の方法と, 2.3

節で解説した Steeley[12]によるBスプライン基底関数に基づく方法について, ゼロクーポン金
利の推定を行う3. 簡単のため, 以降, 前者の方法を「MS法」, 後者の方法を「BS法」と呼ぶ.

分析の観点は, 市場価格への適合度, ゼロクーポンカーブの凹凸度である. さらに,「QQE以前」
と「QQE導入以降の一部の期間」については, 推定金利の非負性が維持されているのかどうか
の検証も行う.

市場価格への適合度は,下記式 (27)で示す平方平均二乗誤差率（Root Mean Squared Per-

centage Error; 以下RMSPEと記す場合がある）で計測する.√√√√ 1

N

N∑
α=1

(
P̃α − Pα

Pα

)2

. (27)

ここで, P̃αは銘柄 αに対応する価格の推定値である.

営業日 iにおける凹凸度は,√√√√ 1

298

298∑
k=1

(2yi(0.1(k + 1))− yi(0.1(k + 2))− yi(0.1k))
2, (28)

3川崎・安道 [15]の方法（割引係数を構成する基底関数をガウス型動径関数とする推定）は, 最尤法により推定
を行う必要があり, スプライン回帰法に比べてパラメータ推定に時間を要する. このため, 本研究では分析の対象か
ら除外した.
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で評価する. ここで, yi(l)は, 営業日 iにおける年限 l年のゼロクーポン金利を表す.

推定するゼロクーポン金利の対象年限を 0年超 30年以下とするが, MS法, BS法双方のスプ
ライン基底関数の数と節点の配置を完全に一致させることはできない. そこで, 満期 0年超 30

年以下の範囲で, 両手法の基底関数の数のみが一致するように, それぞれの手法で節点を配置
する.

分析の 2本目の柱である平滑化スプライン法による推定については, 3.1節で説明したFischer

et al.[4]によるモデルに基づき分析を行う. その際, 平滑化パラメータをGCV, GIC, EBBSの
3つの規準で選択する. 各々の選択規準に則って推定されるゼロクーポンカーブと瞬間フォワー
ドレートカーブについて, 各営業日での凹凸度と凹凸度の時間変化の観点で比較を行う. さら
に,「QQE以前」と「QQE導入以降の一部の期間」については, 推定されるゼロクーポン金利
の非負性が維持されているのかどうかの検証も行う.

第 i営業日におけるゼロクーポンカーブの凹凸度は, 式 (28)で評価する. 第 i営業日における
瞬間フォワードレートカーブの凹凸度は,√√√√ 1

298

298∑
k=1

(2fi(0.1(k + 1))− fi(0.1(k + 2))− fi(0.1k))
2, (29)

で計測する. ここで, fi(l)は, 営業日 iにおける年限 l年の瞬間フォワードレートを表す.

凹凸度の時間変化は, 同一の推定手法を, 金融実務や経済分析のため持続的に利用する場合の
時間方向での安定性を評価するものである. 第 i − 1営業日と第 i営業日の間のゼロクーポン
カーブの凹凸度の時間変化を, 下式 (30)で評価する.√√√√ 1

298

298∑
k=1

(2∆iy(0.1(k + 1))−∆iy(0.1(k + 2))−∆iy(0.1k))
2. (30)

ここで, ∆iy(l) = yi(l)− yi−1(l)である.

第 i− 1営業日と第 i営業日の間の瞬間フォワードレートカーブの凹凸度の時間変化を, 下式
(31)で評価する.√√√√ 1

298

298∑
k=1

(2∆if(0.1(k + 1))−∆if(0.1(k + 2))−∆if(0.1k))
2. (31)

ここで, ∆if(l) = fi(l)− fi−1(l)である.

4.2 スプライン回帰法によるゼロクーポン金利の推定結果

4.2.1 基底関数の数が 18個となるように節点を設定した場合

本小節では,基底関数の数が18個となるように節点を配置する. MS法では, uk = 30(k−1)
17 (k =

1, . . . , 18) と節点を配置する. BS 法では, uk = k − 4 (k = 1, 2, 3), uk = 2k − 8 (k =

4, . . . , 19), uk = k + 11 (k = 20, 21, 22)と節点を配置する.

MS法と BS法で推定した主要年限のゼロクーポン金利を図 2にプロットした.

図 3は, 各営業日における両手法の平方平均二乗誤差率（RMSPE）をプロットしたものであ
る. 図 3からは, 両手法間で推定誤差に顕著な差は見られないことが確認できる. 両手法とも
2008年の金融市場の混乱時に RMSPEが約 0.2%の水準まで拡大したが, それ以外の時期につ
いてはRMSPEは 0.15%以内に収まった.
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図 2: 主要年限ゼロクーポン金利の推定値
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図 3: 平均平方二乗誤差率
　　

表 1: 債券価格との適合性 (RMSPE, 単位：%)

QQE以前 QQE以降 マイナス金利期間
BS法 MS法 BS法 MS法 BS法 MS法

平均 0.0941 0.0902 0.0982 0.0974 0.108 0.108

標準偏差 0.0244 0.0239 0.0194 0.0200 0.0246 0.0249

最大 0.217 0.198 0.150 0.147 0.150 0.147

（注）「QQE以前」は 2007/1/4～2013/4/3. 「QQE以降」は 2013/4/4～2018/3/7.

「マイナス金利期間」は 2016/2/1～2018/3/7.

「QQE以前」,「QQE以降」,「マイナス金利期間」のそれぞれの時期について, RMSPEの
平均, 標準偏差, 最大値を集計したものが表 1である. これを見ると, MS法が BS法と比べて,

幾分高い適合度を示していることが分かる4. 推定時期に応じた適合度の違いを見ると, QQE導
入以降はQQE導入以前と比べて, RMSPEが平均で見て拡大している. さらに, マイナス金利
期間については, それ以外の時期と比べて RMSPEが平均で見て大きな値を示している. 但し,

QQE以降（マイナス金利期間）の RMSPEの水準は, 上述の通り高々0.15%であり, 推定上問
題視するほどのものではないと考えられる.

QQE導入以降の RMSPEの拡大要因を確かめるため, 横軸を残存年数, 縦軸を BS法に基づ
く各銘柄の価格誤差率とする散布図を図 4に示した. 図を見ると, 2007年 1月 4日の推定誤差

4菊池・新谷 [16]は, BS法がMS法よりも僅かに高い適合度を有するとの結果を得ている. 但し, 同論文では, 両
手法における節点の配置を同一にしており, 本研究の節点の配置方法と異なる. したがって, 同論文と本論文の結論
を一概に比較できない点には留意する必要がある.
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率（丸印）は±0.2%の範囲に収まっており, どの年限で見ても推定精度が高いことを示してい
る. 一方, 金融市場が混乱した 2008年 9月 17日とQQE導入以降の 2018年 3月 7日の推定誤
差率（四角印, 三角印）については, 誤差が大きな銘柄が散見される. 但し, 両日の間でその特
徴は異なる. 2008年 9月 17日の方は, 5年超 10年未満の残存年数の銘柄の推定誤差率が高水準
を示す一方で, 2018年 3月 7日の方は, 残存年数が 15年超 25年未満の銘柄で推定誤差率が高
水準を示す銘柄が多い. また, 2018年 3月 7日の結果は, 残存年数 30年に近い銘柄で高い誤差
率を示す銘柄も存在している. QQEの導入以降, ここで示した 2018年 3月 7日以外の営業日
においても, 残存年数が 15年を超える銘柄の推定誤差率が高水準を示す傾向が見られた.
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図 4: 銘柄の推定誤差率の比較
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図 5: ゼロクーポンカーブの凹凸度

次に, 推定されたゼロクーポンカーブの凹凸度についてみる. 図 5は, 期間中の凹凸度の推移
をプロットしたものである. 表 2は, QQE以前, QQE以降, マイナス金利期間のそれぞれにつ
いて, 凹凸度の平均値, 標準偏差, 最大値をまとめたものである.　　

表 2: 推定されたゼロクーポンカーブの凹凸度

QQE以前 QQE以降 マイナス金利期間
BS法 MS法 BS法 MS法 BS法 MS法

平均 2.71× 10−6 2.71× 10−6 1.89× 10−6 1.78× 10−6 1.66× 10−6 1.49× 10−6

標準偏差 8.85× 10−7 7.87× 10−7 5.88× 10−7 7.26× 10−7 4.20× 10−7 5.24× 10−7

最大値 6.57× 10−6 6.19× 10−6 4.83× 10−6 5.72× 10−6 3.03× 10−6 3.26× 10−6

表 2を見ると, QQE以降の凹凸は, QQE以前と比べ平均的に見て抑制されている. MS法と
BS法の結果を比較すると, QQE以前と QQE以降の期間については両手法間に大きな差は見
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られない. しかし, マイナス金利期間では, 両手法の凹凸度の間に差が生じ, BS法による凹凸度
がMS法を上回る格好となっている.

図 5を見ると, MS法, BS法とも凹凸度が過度になった日が見られる, QQE導入以降に焦点
を絞ると, MS法, BS法とも, 凹凸度が最大値を示したのは 2013年 4月 10日の推定値である.

同日の推定ゼロクーポンカーブを示したのが図 6である. 同図からは両手法とも短期の年限で
「スプーン」の形状を取っており, このことが凹凸を大きくさせている.
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図 6: 2013年 4月 10日のゼロクーポンカーブ

図 5からは, MS法と BS法の間で度々凹凸度に差が生じていることも見て取れる. マイナス
金利期間中に BS法とMS法の凹凸度の差が広がった日の 1つが 2017年 2月 22日である. 同
日は, MS法の凹凸度が BS法の凹凸度を大きく上回った日である. 図 7に同日のゼロクーポン
カーブを示した. 短期の年限で, MS法の推定カーブがスプーンの形状を取ったため, 凹凸度が
大きくなったと考えられる.
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図 7: 2017年 2月 22日のゼロクーポンカーブ

マイナス金利期間中に, BS法による凹凸度がMS法による凹凸度を上回る形で差が広がった
営業日の 1つが 2017年 9月 5日である. 図 8に同日のゼロクーポンカーブを示した. 両手法に
よる違いは年限 30年付近に現れている. BS法の推定カーブの方が, 年限 30年付近で凹凸が大
きくなっていることが見て取れる. BS法による推定では, 図 8のように, 年限 30年付近の凹凸
が大きくなる日が, 2017年 9月 5日以外にも見られた.
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図 8: 2017年 9月 5日のゼロクーポンカーブ

マイナス金利が常態化した 2016年 2月以前にも金融市場ではマイナス金利が散見されてい
た. 日本銀行金融市場局 [18]は, 2014年 9月に国庫短期証券の金利が初めてマイナス化したと
指摘している. したがって, 固定利付国債の価格から推定される短期の年限のゼロクーポン金
利が負の値を取っていたとしても不思議ではない. 裏を返せば, 2014年 9月以前は, 固定利付
国債のゼロクーポン金利の非負性は維持されていた蓋然性が高い. そこで, 2007年 1月 4日～
2014年 8月 29日までの 1879営業日で, 0.1年～30年金利までの年限 0.1年刻み, 300の年限の
ゼロクーポン金利に対して, MS法, BS法のそれぞれで負値を取った数を集計した. その結果,

いずれの方法とも該当する金利がゼロを下回った数は皆無であることが確認された.

以上, 本小節で得られた結果をまとめると次の通りである. 本小節での節点の配置において
は, 1⃝価格適合度はMS法が BS法を僅かに上回ること, 2⃝価格適合度は, QQE以前に比べて
QQE以降に若干悪化していること, 3⃝その要因は QQE導入以降, 15年超の年限の銘柄での
推定誤差率が高水準となっていること, 4⃝ゼロクーポンカーブの凹凸度はBS法, MS法の間で
度々差が生じていること, 5⃝マイナス金利期間中, BS法での推定カーブは年限 30年付近の凹
凸度がしばしば大きくなることが分かった.

4.2.2 基底関数の数が 13個となるように節点を設定した場合

本小節では,基底関数の数が13個となるように節点を配置する. MS法では, uk = 30(k−1)
12 (k =

1, . . . , 13), BS法では, uk = k− 4 (k = 1, 2, 3), uk = 3k− 12 (k = 4, . . . , 14), uk = k+ 16 (k =

15, 16, 17)と節点をとる.

MS法と BS法で推定した主要年限のゼロクーポン金利を図 9にプロットした.
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図 9: 主要年限ゼロクーポン金利の推定値
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図 10: 平均平方二乗誤差率

図 10は, 両手法のRMSPEを各営業日についてプロットしたものである. 図 10は, 前小節の
図 3で見られた傾向と大きな違いはない. 両手法とも 2008年の金融市場の混乱時にRMSPEが
拡大したが, それ以外の時期についてはRMSPEは概ね 0.15%以内に収まった.

両手法による価格適合度を期間毎にまとめたのが表 3である. QQE以降とマイナス金利期
間については, 平均的に見て RMSPEに殆ど違いはない. 期間中の最大値も両手法間で微差と
なった. しかし, QQE以前はRMSPEの差は両手法間で大きく, MS法の精度がBS法を上回る
結果となった.

　　

表 3: 債券価格との適合性 (RMSPE, 単位：%)

QQE以前 QQE以降 マイナス金利期間
BS法 MS法 BS法 MS法 BS法 MS法

平均 0.114 0.101 0.106 0.105 0.116 0.114

標準偏差 0.0349 0.0269 0.0206 0.0207 0.0255 0.0271

最大 0.275 0.215 0.161 0.154 0.161 0.154

次に, 凹凸度についてみる. 図 11は, 凹凸度の推移をプロットしたものである. これを見る
と, MS法により推定されたゼロクーポンカーブの凹凸度が, BS法の凹凸度を上回る日が散見
される.
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図 11: ゼロクーポンカーブの凹凸度
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表 4: 推定されたゼロクーポンカーブの凹凸度

QQE以前 QQE以降 マイナス金利期間
BS法 MS法 BS法 MS法 BS法 MS法

平均 1.58× 10−6 1.89× 10−6 1.14× 10−6 1.19× 10−6 9.03× 10−7 9.53× 10−7

標準偏差 5.59× 10−7 6.78× 10−7 3.27× 10−7 4.12× 10−7 2.52× 10−7 3.95× 10−7

最大値 5.54× 10−6 5.06× 10−6 2.36× 10−6 2.75× 10−6 1.72× 10−6 2.13× 10−6

表 4は, QQE以前, QQE以降, マイナス金利期間の凹凸度の平均値, 標準偏差, 最大値をま
とめたものである. これを見ると, 凹凸度の平均値, 標準偏差は, どの期間で見てもMS法がBS

法を上回っている. 期間中の最大値も, QQE導入以降, マイナス金利期間ではMS法がBS法を
上回る結果となった.

QQE導入以降の期間について, 両手法によるゼロクーポンカーブの凹凸度の差が最大となっ
た営業日は 2013年 4月 12日である. MS法によるゼロクーポンカーブの推定値の凹凸度が, BS

法による凹凸度を上回る格好となった. 図 12に同営業日におけるゼロクーポンカーブを示した.
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図 12: 2013年 4月 12日のゼロクーポンカーブ

これを見ると, MS法による推定カーブは, 短期の年限で凹凸が大きくなっている. また, 0.1

年～0.4年のゼロクーポン金利でMS法による推定値が負の値を取った. 2013年 4月 12日は,

QQE導入直後であり, 当該年限のゼロクーポン金利の推定値が負値を取るとは考えにくい. し
たがって, 当該営業日においては, BS法による推定値が妥当といえる. マイナス金利が市場で散
見されるようになる以前に, MS法やBS法による推定値が負値を取る問題については後述する.

次に, QQE以降の期間で, BS法によるゼロクーポンカーブの推定値の凹凸度が最大となった
2013年 6月 25日のゼロクーポンカーブを見てみる（図 13）.
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図 13: 2013年 6月 25日のゼロクーポンカーブ
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BS法によるゼロクーポンカーブは, 短期の年限の形状が「スプーン」の形となっており, こ
のことにより凹凸度が大きくなった. 一方, MS法によるゼロクーポンカーブは, 図 12と同様
に, 短期の年限で年限の短期化とともに垂れ下がる形状を示している. これは, MS法による推
定でしばしば見られる特徴である.

前小節では, BS法による推定について, 30年付近の年限で凹凸が大きくなる場合があること
を, 2017年 9月 5日の推定カーブ（図 8）を例に指摘した. 以下では, 本小節で設定した節点の
配置においても, BS法による推定結果に, 図 8と同様の傾向が見られるかどうかを確認する. 前
小節と本小節で設定した節点配置の下, 2017年 9月 5日の BS法によるゼロクーポンカーブの
推定値を示したのが図 14である.
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図 14: 2017年 9月 5日の BS法によるゼロクーポンカーブ

図を見ると, 本小節の設定における推定では, 30年付近の年限の凹凸が解消されている. 他の
営業日についても, 本小節の節点の設定では, 30年付近の年限の凹凸が解消されていることが
確認された.

次に, 前小節でも確認したように, 2007年 1月 4日～2014年 8月 29日までの 1879営業日,

0.1年～30年金利までの 0.1年刻み, 300の年限のゼロクーポン金利（563700個の金利）に対し
て, MS法, BS法による推定値が負値を取った金利の数を集計した. その結果を表 5に示した.　　

表 5: ゼロクーポン金利の推定値が負値を取った総数

BS法 MS法

73 110

表からは, 金融市場でマイナス金利が観察されるようになった時期以前においても, BS法と
MS法の推定値が負値を取ったことを示している. これは, 前小節には見られなかった結果であ
る. このように, 超低金利環境においては, BS法でもMS法でも短期の年限の節点の間隔を粗
くすると, 実態に合わずに負の金利を推定してしまうことが確認された.

本小節で得られた結果は, 次の通りである. 本小節での節点の配置においては, 1⃝QQE導入以
降, 価格適合度はMS法とBS法の間で大きな差は生じておらず, また, RMSPEは概ね 0.15%以
内に収まっていること, 2⃝価格適合度はマイナス金利期間に若干悪化していること, 3⃝QQE導
入以降の推定カーブの凹凸度はBS法がMS法よりも抑制されていること, 4⃝MS法では短期の
年限でゼロクーポンカーブの凹凸度が大きくなる場合があること, 5⃝前小節でみられた BS法
による 30年付近での凹凸は本小節の節点の設定により解消されること, 6⃝マイナス金利が市場
で観察される以前にも, 両手法の短期の年限での推定値は度々負値を取ったことが分かった.
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4.3 平滑化スプライン法による推定

本節では, 平滑化スプライン法に基づき, 日本国債のゼロクーポン金利, および瞬間フォワー
ドレートの推定を行う. 推定に用いるモデルは, 3.1節で説明した Fischer et al.[4]による瞬間
フォワードレートを Bスプライン基底関数の線形結合で表現するモデルである. 基底関数に用
いる Bスプライン関数の次数は 3とし, 節点は uk = k − 4 (k = 1, 2, 3, 4), uk = 3(k − 4) (k =

5, . . . , 9), uk = 5(k − 6) (k = 10, 11, 12), uk = k + 18 (k = 13, 14, 15)とする. 平滑化パラメー
タは, GCV, GIC, EBBSの 3つの選択規準でそれぞれ選択する. 平滑化パラメータ λの常用対
数値 log10 λk = −4 + 0.01(k − 1) (k = 1, . . . , 1001)に対し, それぞれの選択規準に照らして最
適な平滑化パラメータの探索を行う.

図 15は, 平滑化スプライン法によって推定されたゼロクーポン金利と瞬間フォワードレート
の推定値に対して, QQE以前の期間における同一年限の金利平均値を, 年限を横軸にプロット
したものである.
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図 15: QQE以前の金利カーブの平均値

推定されたゼロクーポンカーブに大きな差は生じていない. その一方, 瞬間フォワードレート
カーブは, 選択規準の違いによって形状に違いが生じている. GICによる瞬間フォワードレー
トカーブは, 他の選択規準に基づくカーブと比べて滑らかな形状を取っている.
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図 16: 選択された平滑化パラメータ（常用対数で表示）

このことは, 選択された平滑化パラメータの時間推移を示した図 16により確認できる. すな
わち, QQE以前, GICに基づく平滑化パラメータは平均的に見て高水準のものが選択されてお
り, これが図 15に見られる滑らかな瞬間フォワードレートカーブをもたらしている. 但し, 図
16を見ると, GICに基づく平滑化パラメータは, しばしば低水準のものが選択されている. こ
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の点については後述する. なお, GCVと EBBSに基づく瞬間フォワードカーブを比較すると,

年限 30年付近で形状に違いが生じていることが見て取れる.
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図 17: QQE以降の金利カーブの平均値

QQE以降の期間で, 図 15と同様のグラフを作成した (図 17).

ゼロクーポンカーブは, 図 15の結果と同じように, 選択規準間で大きな差は生じていない. 一
方, 瞬間フォワードレートカーブは, 短期の年限から年限 18年あたりにかけては 3つの選択規
準の間で差はみられないが, 18年超の年限で, GICによるカーブの形状と他の 2つの選択規準
に基づくカーブの形状とで違いが生じている. 図 16で, 選択された平滑化パラメータを見てみ
ると, QQE以降も, QQE以前と同様に, GICに基づく平滑化パラメータは平均的に見れば高水
準のものが選択されている. それが, 図 17右図にみられるような, GICの滑らかな推定カーブ
をもたらしているといえる. 但し, 図 16からも分かるように, GICに基づく平滑化パラメータ
は, マイナス金利期間中, 低水準の値が選択されることが多くなっている. この点に関する影響
については後述する.

次に, 各営業日でのゼロクーポンカーブの推定値に対して, 3つの選択規準間で凹凸度の比較
を行う. 表 6はQQE導入以前の期間に対する結果, 表 7はQQE導入以降の期間とマイナス金
利期間に対する結果である.

表 6, 表 7の結果から, 3つの選択規準間で大きな差は生じていないことが分かる.

表 6: ゼロクーポンカーブの凹凸度（QQE以前）

GCV GIC EBBS

平均 2.52× 10−6 2.10× 10−6 2.41× 10−6

標準偏差 1.27× 10−6 6.78× 10−7 1.26× 10−6

最大値 8.12× 10−6 8.10× 10−6 7.66× 10−6

表 7: ゼロクーポンカーブの凹凸度（QQE以降, マイナス金利期間）

QQE以降 マイナス金利期間
GCV GIC EBBS GCV GIC EBBS

平均 1.65× 10−6 1.28× 10−6 1.60× 10−6 1.29× 10−6 1.15× 10−6 1.17× 10−6

標準偏差 9.04× 10−7 5.87× 10−7 8.88× 10−7 7.14× 10−7 6.47× 10−7 6.32× 10−7

最大値 4.97× 10−6 4.90× 10−6 4.77× 10−6 3.40× 10−6 3.41× 10−6 3.20× 10−6

次に, ゼロクーポンカーブの凹凸度の時間変化を式 (30)に則って評価する. 表 8, 表 9に結果
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をまとめた.

表 8: ゼロクーポンカーブの凹凸度の時間変化（QQE以前）

GCV GIC EBBS

平均 3.29× 10−7 2.53× 10−7 2.81× 10−7

標準偏差 2.97× 10−7 6.57× 10−7 2.37× 10−7

最大値 3.20× 10−6 6.23× 10−6 2.50× 10−6

表 9: ゼロクーポンカーブの凹凸度の時間変化（QQE以降, マイナス金利期間）

QQE以降 マイナス金利期間
GCV GIC EBBS GCV GIC EBBS

平均 2.34× 10−7 2.12× 10−7 1.80× 10−7 2.41× 10−7 2.72× 10−7 1.72× 10−7

標準偏差 1.68× 10−7 4.70× 10−7 1.49× 10−7 1.58× 10−7 4.54× 10−7 1.29× 10−7

最大値 2.57× 10−6 6.23× 10−6 2.13× 10−6 9.37× 10−7 3.30× 10−6 8.99× 10−7

表 8からは, QQE以前は, GICに基づくゼロクーポンカーブの凹凸度の時間変動が, 平均的
に見て抑制されていることが分かる. しかし, GICによる凹凸度の変動の期間最大値は, 他の
2つの選択規準による結果と比べて大きな値を示している. これは, 図 16が示すように, GIC

は平均的に見れば高水準の平滑化パラメータを選択してはいるものの, しばしば低水準のパラ
メータを選択している点に起因する. すなわち, GICでは, 高水準の平滑化パラメータが選択さ
れた翌営業日に低水準の平滑化パラメータが選択されるといったことがしばしば発生しており,

ゼロクーポンカーブの形状が 1日で大きく変わり, 凹凸度の大幅な変動が生じたと考えられる.

表 9からは, QQE以降とマイナス金利期間の双方で, EBBSに基づくゼロクーポンカーブの
凹凸度の時間変動が抑制されていることが分かる. 図 16を見ると, EBBSにより選択される平
滑化パラメータの水準は時間方向に安定しており, このことが, ゼロクーポンカーブの凹凸度の
変動を抑制的にしたと考えられる. 一方, GICは, QQE導入以降でも, 特に 2016年半ば以降は,

低水準の平滑化パラメータが選択されることが多かった（図 16）. このことにより, GICは, 特
にマイナス金利期間において, 凹凸度の変動が過度になる結果となった5.

次に, 瞬間フォワードレートカーブの凹凸度を評価する. 表 10と表 11に, QQE以前とQQE

導入以降の結果をそれぞれまとめた.

表 10: 瞬間フォワードレートカーブの凹凸度（QQE以前）

GCV GIC EBBS

平均 1.77× 10−5 8.69× 10−6 1.21× 10−5

標準偏差 6.05× 10−6 4.04× 10−6 4.11× 10−6

最大値 4.33× 10−5 4.09× 10−5 3.18× 10−5

5本稿で得られた結果をもって, 「GICを平滑化パラメータの選択規準とする平滑化法に基づくどのような推定
値も時間方向に不安定になる」と一般化することは危険である. 例えば, 阿部他 [14]は, 2007年 1月 4日から 2012
年 6月 22日という約 5年半のデータを用いて, GICに基づく平滑化法により日本国債のゼロクーポン金利の推定
を行っているが, 推定値が時間方向に不安定であったとの報告はない. 阿部他 [14]の研究は, ゼロクーポン金利をガ
ウス型動径関数の線形和で表すモデル化を行っており, 本稿のような瞬間フォワードレートを 3次 Bスプライン関
数の線形和で表すモデル化とは異なるものである点に留意する必要がある. 推測の域を出ないが, 「3次 Bスプラ
イン関数を基底関数として瞬間フォワードレートをモデル化する」本稿のモデル化が, 時間方向に安定しない結果
をもたらしている可能性も考えられる. この点の解明は, 今後の研究課題としたい.

23



表 11: 瞬間フォワードレートカーブの凹凸度（QQE以降、マイナス金利期間）

QQE以降 マイナス金利期間
GCV GIC EBBS GCV GIC EBBS

平均 1.29× 10−5 7.83× 10−6 1.09× 10−5 1.23× 10−5 1.03× 10−5 8.22× 10−6

標準偏差 5.17× 10−6 5.24× 10−6 3.98× 10−6 7.04× 10−6 6.87× 10−6 4.26× 10−6

最大値 2.69× 10−5 2.47× 10−5 1.87× 10−5 2.69× 10−5 2.47× 10−5 1.69× 10−5

表 10を見ると, QQE以前は, GICに基づく瞬間フォワードレートカーブの凹凸度が他の 2つ
の選択規準と比べて平均的には抑制されていることが分かる. しかし, GICによる瞬間フォワー
ドレートカーブの凹凸度の期間最大値は, EBBSによるカーブの凹凸度の期間最大値より高い
値を示している. これは, 既に指摘しているように, GICに基づき選択される平滑化パラメータ
が, 平均的に見れば高水準であったが, 時に低水準となったことに起因している（図 16参照）.

表 11を見ると, QQE導入以降, GICに基づく瞬間フォワードレートカーブの凹凸度は, 平均
的にはGCVや EBBSよりも抑制されている. 但し, 同期間中, GICの期間最大値は, EBBSの
期間最大値よりも大きな値を示している. マイナス金利期間について見ると, EBBSによる選択
規準に基づく瞬間フォワードレートの凹凸度が, 他の選択規準と比べて抑制的な結果となった.

次に, 瞬間フォワードレートカーブの凹凸度の時間変化を式 (31)に則って評価する. 表 12,

13に結果をまとめた.

表 12: 瞬間フォワードレートカーブの凹凸の時間変化（QQE以前）

GCV GIC EBBS

平均 1.78× 10−6 1.55× 10−6 1.23× 10−6

標準偏差 1.44× 10−6 4.51× 10−6 8.44× 10−7

最大値 1.53× 10−5 3.59× 10−5 1.00× 10−5

表 13: 瞬間フォワードレートカーブの凹凸度の時間変化（QQE以降、マイナス金利期間）

QQE以降 マイナス金利期間
GCV GIC EBBS GCV GIC EBBS

平均 1.34× 10−6 1.40× 10−6 9.38× 10−7 1.39× 10−6 1.93× 10−6 9.18× 10−7

標準偏差 1.06× 10−6 2.60× 10−6 5.78× 10−7 1.13× 10−6 2.96× 10−6 5.33× 10−7

最大値 9.33× 10−6 1.88× 10−5 8.42× 10−6 9.33× 10−6 1.88× 10−5 3.99× 10−6

表 12と表 13の双方において, QQE以前, QQE以降, マイナス金利期間の全ての期間におい
て, EBBSによる瞬間フォワードレートカーブの凹凸度の時間変化が, 他の選択規準に基づく
結果と比べて, 平均的にも期間最大値の観点からも抑制されていることが分かった. すなわち,

EBBSを平滑化パラメータの選択規準とする平滑化スプライン法による推定は, 他の選択規準
に基づく推定と比べて, ゼロクーポンカーブと瞬間フォワードレートカーブの各営業日におけ
る凹凸度が抑制的であり, さらに, 凹凸度の時間変化も安定していることが分かった.

次に, 前節での分析と同様, 2007年 1月 4日～2014年 8月 29日までの 1879営業日, 0.1年～
30年金利, 年限 0.1年刻みで計 300の年限のゼロクーポン金利が負値を取った数を集計した（表
14）.
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表 14: ゼロクーポン金利の推定値が負値を取った総数

GCV GIC EBBS

1146 364 1167

前節の表 5と比べると, 平滑化スプライン法に基づくゼロクーポン金利の推定では, ゼロを
下回って推定される数が大幅に増えている. 特に, GCVと EBBSの推定値がゼロを下回る総数
が多い結果となっている. 推定された負値のゼロクーポン金利の水準をみると, 2007年 1月 4

日～2014年 8月 29日の期間における最小値は, GCVで −11.99bp, GICで −11.99bp, EBBS

で −10.78bpであった. 以上の結果は, 超低金利環境の下では, 平滑化スプライン回帰法は, ゼ
ロクーポン金利の推定値が負値を取る可能性がスプライン回帰法と比べて大きいことを示して
いる.

ゼロクーポン金利の推定値を金融実務や経済分析などで利用する際, 一部の年限の推定値の
みを用いることがある. 例えば, 0.5年以上の年限のゼロクーポン金利推定値のみを用いる場合,

0.5年未満の年限に対応する推定値は必要ない. そこで, 2007年 1月 4日～2014年 8月 29日の
期間における, 0.5年以上の年限のゼロクーポン金利の推定値がゼロを下回る総数を集計してみ
ると, 下記表 15で示す結果となった.

　　

表 15: ゼロクーポン金利の推定値（0.5年以上の年限）が負値を取った総数

GCV GIC EBBS

40 295 33

ゼロクーポン金利の年限を 0.5年以上に限定することで負値を取る総数が大幅に減った. 上
と同様に, 2007年 1月 4日～2014年 8月 29日の期間における, それぞれの選択規準に対する推
定値の最小値をみると, GCVでは−2.56bp, GICでは−3.61bp, EBBSでは−2.19bpであった.

平滑化スプライン法は過剰適合を避ける推定法として評価されているが, 金融市場でマイナ
ス金利が観察されていないが, 短期金利がほぼゼロの水準を取るような低金利環境の下では, ゼ
ロクーポン金利の推定値が負値を取りやすくなるという新たな問題が浮上することが明らかに
なった. 推定値を利用する際にこの点が障害になる場合には, 平滑化スプライン法ではなく, ス
プライン回帰法でゼロクーポン金利を推定することによって問題を回避することが考えられる.

もしくは, 一部年限の推定値しか利用しない場合には, 上述の通り, 推定値が負値を取る総数や
負値の程度が改善されるため, 利用上さほど問題とならない可能性もある.

本節で得られた結果の多くは, 図 16に凝縮されている. 当該図からは, 1⃝GICは平均的に見
れば, 高水準の平滑化パラメータを選択するが, しばしば, 低水準の平滑化パラメータを選択す
ること, 2⃝ マイナス金利期間では, GICは低水準の平滑化パラメータを選択することが多いこ
と, 3⃝EBBSは, 期間を通じて, 相応に高水準の平滑化パラメータを時間方向に安定して選択す
ることが分かった. この結果, EBBSに基づくゼロクーポンカーブや瞬間フォワードレートカー
ブの凹凸度と凹凸度の時間変動は, 期間を通じて抑制的となった. また, 平滑化スプライン法は,

金融市場でマイナス金利が観察されていないものの, 短期金利がほぼゼロの水準を取るような
低金利環境の下では, 負値の推定値を取ることも分かった.
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5 まとめと今後の課題

本研究では, 2007年 1月～2018年 3月における日本国債の価格データを用いて, スプライン
回帰法と平滑化スプライン法に基づき, ゼロクーポン金利の推定を行った.

スプライン回帰法による推定においては, McCulloch[9]により提案された方法（MS法）と
Steeley[12]で扱われた Bスプライン関数を基底関数とする方法（BS法）の比較を行った. 両
手法とも, 市場価格へ高い適合度を示した. 但し, マイナスイールドカーブが常態化するように
なったマイナス金利期間は, 両手法とも, 平方平均二乗誤差率がそれ以前に比べて幾分悪化し
た. その要因が, 年限 15年超の国債銘柄の価格誤差率が拡大していることにあることも分かっ
た. その背景として, QQE導入以降の日本銀行による国債の大規模購入が, 超長期ゾーンの国
債銘柄の価格形成に何らかの歪みを生じさせている可能性が考えられる.

推定されたゼロクーポンカーブの凹凸度については, MS法, BS法の結果に乖離が生じる営
業日が散見された. 両手法とも短期の年限で「スプーン」の形状を取る場合に凹凸度が大きく
なった. また, MS法では, 短期の年限における推定カーブが, 年限の短期化とともに下方に垂
れる形状が生じ得ることが分かった. 一方, BS法では, 節点の間隔が密な場合に, 年限 30年付
近のカーブの凹凸が過度になることが明らかになった. 但し, BS法の節点の間隔を広めに取る
と, 年限 30年付近の凹凸が抑制的となることも併せて分かった.

超低金利局面におけるゼロクーポン金利の推定においては, 金融市場でマイナス金利が観察
されてはいないものの, 短期金利がほぼゼロの水準を取るような市場環境での推定に問題が生
じ得ることが, 今回の分析で明らかになった. すなわち, このような市場環境では, スプライン
回帰法の節点の間隔が粗い場合には, 負値のゼロクーポン金利をしばしば推定することになっ
た. しかし, 節点の配置を密にすれば, この問題を回避できることも分かった.

平滑化スプライン法による推定において, GICは平均的に見れば, 高水準の平滑化パラメー
タを選択するが, しばしば, 低水準の平滑化パラメータを選択した. さらに, マイナス金利期間
では, GICは低水準の平滑化パラメータを選択することが多かった. GICに対し, EBBSは, 期
間を通じて相応に高水準の平滑化パラメータを時間方向に安定して選択した. これにより GIC

に基づくゼロクーポンカーブや瞬間フォワードレートカーブの凹凸度は, QQE以前とQQE以
降で, 平均的に見れば抑制されていたが, 凹凸度の時間変動は不安定な結果となった. また, マ
イナス金利期間中は, GICによるゼロクーポンカーブと瞬間フォワードカーブの各営業日での
凹凸度や凹凸度の時間変動は, 抑制が利かない結果となった. 一方, EBBSに基づくゼロクーポ
ンカーブや瞬間フォワードレートカーブの凹凸度と凹凸度の時間変動は, 期間を通じて抑制的
だった.

平滑化スプライン法はスプライン回帰法の過剰適合を避ける有力な推定法であるが, 短期金
利が負値を取らず殆どゼロの水準を取るような低金利環境の下では, ゼロクーポン金利の推定
値が負値を取りやすくなるという新たな問題に直面することが分かった. この事実は, 超低金
利環境でのゼロクーポン金利推定の難しさを物語るものであり, 推定値の利用上障害となる場
合には, 多少の過剰適合を引き受けてでもスプライン回帰法によるゼロクーポン金利の推定値
を使うのが一案として考えられる. 但し, 金融実務や経済分析で一部の年限の推定値しか利用
しない場合には, 平滑化スプライン法により得られた推定値が負値を取る影響が緩和され問題
とならない場合もあるという本稿で得られた結果は, 念頭に置くと良いだろう.

本研究では, 2007年 11月に発行が開始された 40年国債をゼロクーポン金利の推定に使用し
ていない. 40年国債の市場価格もデータに含め, 年限が 30年超のゼロクーポンカーブや瞬間
フォワードレートカーブの推定を行い, 超低金利局面における推定結果を分析するのは, 今後の
課題としたい. また, 本研究では, GICによる平滑化パラメータ選択が時間方向に不安定となる
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理由を解明できていない. 理由の解明と, GICに基づく平滑化スプライン法による現状のゼロ
クーポン金利推定法の改善も, 取り組むべき課題と考えている.
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